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ASUPRA UNEI IDENTITATI ALGEBRICE
GEORGE SToI1cAb)

Abstract. We explain the origin of an interesting algebraic identity, and
indicate several particular cases.
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Cu mult timp in urma, am intalnit urméatoarea identitate.

Fie numerele reale x1,...,x, si definim T; = max{xy,...,x;} pentru
i=1,...,n. Atunci

n—1 n—1
N Tilwigr — @) = > Ti(@ig1 — Ti) + Tn(Tn — Tn).- (1)
i=1 i=1

La vremea respectiva am gésit o demonstratie care permite sa aratam
ceva mai mult decét identitatea (1), anume:

n—1 n—1
Y F@) @i —w) =Y f@) @i —T) + [(@) (w0 —Fn)  (2)
=1 i=1

pentru orice functie f : R — R. Intrucat demonstratia pe care am gisit-o
pentru identitatea (2) nu depinde de functia f, am inteles ca este posibil sa
gisesc o identitate mai generald decat formula (2) fard nicio functie f. In
cele ce urmeaza voi demonstra o astfel de identitate.

Sa consideram numerele reale ag,ai,...,a, $i y1,...,Y, care satisfac
conditia:
yi #0=a; =a;—1 pentrui=1,... n. (3)

Atunci, cu conventia yo = 0, avem dubla identitate:
n
Ul = Gn1Yn = > @1 (Yi — Yi-1)- (4)
i=1

Intr-adevir, o consecinta a conditiei (3) este ca:
a;y; = a;—1y; pentru i =1,...,n. (5)

Sunt doud posibilitati: formula (5) este evidenta dacd y; = 0, iar daca y; # 0,
conditia (3) implicd a; = a;_.

Prima egalitate din formula (4) rezultd din (5) pentru ¢ = n. A doua
egalitate din formula (4) rezultd din faptul cd membrul drept din (4), dupa
desfacerea parantezelor si grupari convenabile, este egal cu

—aopYo + (a0y1 - a1y1) ..+ (an—2yn—1 - an—lyn—1) + An—1Yn;

1)University of New Brunswick, Saint John, Canada.



G. STOoICA, ASUPRA UNEI IDENTITATI ALGEBRICE 237

primul termen din ultima ecuatie este egal cu zero deoarece yy = 0, iar toate
parantezele de mai sus sunt egale cu zero conform ecuatiei (5) pentru i =

1,...,n— 1. Formula (4) este astfel demonstrata. O

O prima aplicatie a formulei (4) este si obtinem formula (2). Fie nu-
merele reale 1, ...,x, si definim z; = max{x,...,z;} pentru i = 1,...,n,
impreund cu xg = Top = 0. Atunci, considerand y; := T; — x; si a; := f(T;)
pentrui =0,1,...,n si orice functie f : R — R, identitatea (4) implica iden-
titatea (2). Intr-adevir, conditia (3) este satisficutd deoarece T; # x; implica
Z; = x;j pentru un indice j € {1,...,i—1}, deci T; = T;— pentrui =1,...,n.

Apoi, formula (4) aplicatd in acest caz devine:

f(fn)_n_l'n fozl T;—Tj1 — Ti + X5 1)]

n—1
= Z f@)(@iv1 — Ti — zi1 + x40),
=0
deci
n—1
Zf xz xz+1_xz)+f(x0 .%'1—.1170 Zf xz xz—f—l_xz)
=1

+f(Zo) (21 — 330) + f@n) (@ — 2n).
In fine, folosim cd 29 = Tg = 0, T; = 21 si obtinem identitatea (2).

A doua aplicatie a formulei (4) este urmatoarea: fie numerele reale
Z1,..., 2Ty gl definim 27 = max{|zq|,...,|z;|} pentru i = 1,...,n. Atundi,
pentru orice functie f : R — R, avem:

n—1
(6) Zf V(@i = Jzil) = Y fa)) @iy —af) + f(a))(ja] - a7).
=1

Intr-adevar, definim 2o = 2§ = 0 si, considerand y; := xf — || §ia; = f(af)
pentru ¢ = 0,1,...,n, o demonstratie similara cu cea de mai sus arata ca
identitatea (4) implicd identitatea (6).

In incheiere, notand cu Id4 functia identici a unei multimi A, indicim
incd doua posibilitati de aplicare a identitatii (4), anume: fie numerele reale
Tly.nn, Ty Sl

n
(i) w0 = 0, yi = o (sau y; = |wy]) si a; = Zld{szo} pentru ¢ =
=0
0,1,...,n;
sau
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(i) o =To =29 =0, i =T —x; 5l a; = f(zld{zjzgj}>, unde
7=1

z; = |min{xy,....x,}| pentru i =0,1,...,n si orice functie f : R — R.



